H 者 的 花 


数学 课外 读物 对 于 大助 学 生 学 好 数学 ， 扩 大 他 们 的 数学 
知识 领域 ， 是 很 有 好 处 的 ， 近 牟 来 ， 越 来 越 多 的 中 学 学 生 和 
教师 ， 都 迫切 希望 出 版 更 多 的 适合 中 学 生 阅 读 的 通俗 数学 读 
物 。 我 们 约请 一 些 数学 工作 者 , 编 了 这 套 “ 数 学 小 从 书 ”陆续 
分 关 出 版 , 来 适应 这 个 要 求 . 

这 套 书 打算 介绍 一 些 课外 的 数学 知识 ， 以 扩大 学 生 的 知 
识 领域 , 加深 对 数学 基础 知识 的 学 握 , 引导 学 生 独 立 思考 ， 理 
HEBER SBR, | 

这 是 我 们 的 初步 想法 和 尝试 热切 地 希望 数学 工作 者 和 
恋 者 对 我 们 的 工作 提出 宝贵 的 意见 和 建议 ， 更 希望 数学 工作 
者 为 中 学 生 写 出 更 多 更 好 的 数学 课外 读物 . 

AHH ES 


1962 44H 


lorFterd Ht # Bit i 


7 
a 


HE x 


SR AAA serere 
H RA TE EAr MA E PTE I AR 
球 的 体积 … 


TE Se BH aR AT eZ eR 


KARE 

BR beares 
KUMER HE- a 
RELA 
(ABUL 


E se ILEILE TTETTEE TETEE a 


Td Sn See ,一 于 的 证 明 ……， 


— xa SR 


在 华罗庚 数 授 为 这 套 小 丛书 所 每 OY ARL A 2 
葡 起 > 一 普 中 指出 ,一 千 四 再 年 避 前 , 租 冲 之 就 已 经 知道 了 ， 

(i >) RSs m 是 在 3.1415926 和 3.1415927 = j; 

Cit) Z toe o a gas, E tp ob oe AES, 
WR. “OH IRS ORE ae 
SABLA IEAM, SITS HA m, OP 12, 24, 
48,96,*"…,1536,"…, 癸 而 深 个 算出 六 边 形 ,十 二 边 形 , 二 十 四 
过 形 ,…… 的 面积 ,这 些 数 能 逐步 地 丈 近 圆周 率 。 刘 微 方法 的 
特点 ,是 得 后 一 入 一 个 关 王 一 个 的 数 信 ,这样 来 一 步 -一 步 到 各 
近 山 向 率 。 这 方法 是 可 以 无 限 精 密 地 逼近 图 周 率 的 ,但 每 一 
RBH RULE). KERR LAR BHT So eA ARE 

刘 微 ,是 我 国 古代 的 一 个 数学 家 , BK FA, ee 
数学 上 的 重大 贡献 是 将 我 国 最 古 的 数学 车 作 之 一 < 九 章 算术 > 
FERRER BE (A5C 263 F), AE IS CORBA TER. ME 
注 < 九 章 算术 » 中 求 回 周 率 是 用 图 内 接 六 边 形 起 算 , A 
BERRA EE MIS A BY OK AIS RA, START 
A, Eg TDF) AEEA BE KAS Bie BE YE, RAP 
2A PIA. 他 算 到 正 192 JE A Ko AVE 
3.141024, 他 的 思想 后 来 得 到 租 冲 之 父子 的 发 挥 , 从 而 使 我 
畦 古代 的 数学 放出 了 异彩 ， 


3 


Tl RY PA AS FAR SS AK RE: APR PBE 
18918 O, 作 内 接 正六 边 形 ABC DEF (A 1). 正太 边 形 的 十 
积 是 AABO ERER. RF 

AB=04=1, O7=Y3, 
所 以 去 边 形 和 的 面积 是 

6x3xABxOT | ? 

=EX 2x 1xY3- 3 本， 

fA REC ARB, 于 
1, EM ARBO 的 面积 是 
XOR x 4B= 言 x1x1= 立 
所 以 十 二 边 形 的 面积 是 。 
6x4=3, 

mAT A H ae, PP, ee ERA 

RRA ARE: RERI AERA EA PH. 这 种 
BERIT. BR POC ie oa AR REA A Be, 因为 它 
孕育 了 一 个 极其 重要 的 思想 。 圈 的 面积 是 未 知 的 ,要 求 的 ;但 
是 正 多 边 形 的 面积 是 可 求 的 ,已 知 的 。 因 之 , x A hT 
中 , 第 一 在 于 ,怎样 用 已 知 的 ,可 求 的 米 乙 近 未 知 的 、 要 求 的 ， 
WREDA, 第 二 在 于 ,他 把 圆 看 做 这 数 无 穷 的 正 多 过 
形 , 而 边 数 有 限 的 正 多 边 形 的 面积 是 已 知 的 ,可 求 的 .也 就 是 
Bh th Fa RSA. 

这 种 想法 ,一 直到 近代 数学 中 还 在 起 着 极其 重要 的 作用 ， 
而 且 我 们 相 借 ; 它 将 永久 起 着 极其 重要 约 作 用 。 和 何况 刘 徽 在 
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Oo 


PEA EY Ba a FA OK BY AS 
AS RB ERAI He RP a eee St aA 
SONY KLAR, AAL PE ETT ER A OK A EI EE. 


= MARE sb teh A E a AR 


Ze rh OR ME SMSO BERS Ae 
HER. BATE RRP ek a LE YP 
RB. JAA AER. 

我 们 知道 ， + 4 
. y= 

KERMAA 2). OX 
HERA O, BOC hki a, 
MO FEET OX WAER, 交 
WAF 4。 我 们 来 求 O40 的 
MiB. RR FAO HK 
的 ,但 是 我 们 可 以 应 用 刘 徽 划 周 
术 的 思想 ,去 找 一 个 和 它 逼 近 的 
PARE, 而 这 个 图 形 的 面积 是 可 以 
算得 出 来 的 。 如 图 3, 我 们 把 Ce 
DGS PEE 图 2. 

(O=) Mo, Mi, Mat, Mrt Mi t Ma0). 
TFAWACAWEA BE, DIAREJA Me Met fE 
PET OX ER, EWT N e Noas sA Ne 作 平 
行 于 OX WAER, HM Ma F Pes 于 是 我 们 得 到 一 个 和 


OAC HARIM BARE, tn FA, XA eh AR OO ,P.O MIA 
OM NaPaN ae PraN r aPN Peg Net Pei aipa 
所 组成， 这 个 图 形 的 面积 是 可 以 算得 出 来 的 ,因为 它 是 由 很 
多 块 矩形 捞 凌 起 来 的 。 由 于 
yur, 
所 以 Me Ne i= (SDs)? 
因此 第 形 Me New Ps Mi CARA 3) 的 面积 是 


应 


wee, 
BEE Ae A 
se 4 EY + ("52 
SŽ OA + 27, 
HEH OC, P.O MITRA ER A EO 作用 就 相当 于 
AIR BH RR F BYTE Bias. 
HARR APMAX, RMAC 
114284 + (0 1)3= inm) (29 一 1)。 
于 是 作为 OAC 的 面积 号 的 近似 值 的 S. ST 
Ta-d e-d, 
BAS EDT SW WA BAS. AS HBR. WAS, 
Mi Neu Pi Ms RHE SHAS AMR Me 
形 . Ci MAMA A EM OU Mie 
bap M R — R M'e MA M'era TE OX Bh 
的 Ew, MT N'e M N'i 
ERT FOX Mih RR, ML PLT P'e, 
By AG Nn 38 Nii Pr F Pai. 于 
BEMIS BP, RE Ma Ni Pets 的 
E FOS PS M roa Nia P'a M'te 
MIER M'e Nia P'e Me 的 面积 的 
MER #. SOAR Mri Nei P'ra M'e 
和 M's No P's Me FR BS f E 


D SRA- FAA HES Be ARE ARE, BANA 2 。 


. 用 Nii Pr 六 的 大 ,也 就 是 新 的 分 
荐 所 得 的 近 侯 面积 比 原来 分 割 的 完 接 
ETS. TRB AH SATS 
因 之 ,得 到 040 的 面积 8 FF. 

不 难看 出 , 上面 的 做 法 和 刘 微 荐 
图 术 本 食 上 是 一 样 的 ,只 是 一 个 割 的 
EE, —7A SUS RTE OX HE 
所 给 的 面积 .这 种 割 的 方法 也 是 :“ 制 
ZUM, BA ML EAR 
FH, HUM AR ATTA RR .” 
AERA FR LM, EOX 
轴 上 任 取 一 段 OD, RE 
OC =a, OD=b, 而 4<5 (图 6)， 
MO, DAMEEET OX AMMAR, 
x IT A, BK ABDO MER 
aiga. - 
l = RAR 
FFA ER LEREM, RIET DSR Ue i Oh ER 
T. HERRAR. BROWSER RAT). RP 
KEBER, PARRE, RRA. MAFFI 
FP aR AY ERE E E 中 球 切 成 等 高 的 吨 片 ,使 每 片 的 厚度 是 
于 。 每 一 片 的 精确 的 体积 还 是 不 便于 寻 算 的 ,但 当 片 切 得 很 
消 上 时 ,可 以 把 这 一 片 用 一 个 圆柱 体 来 近似 它 ， 对 于 第 站 片 来 
A 


EAR en ASB J A BF 


EW LEW PBA ren 
FEWP BET, (FRR 
RUMBA, RET, EPR 
是 rs。 于 是 这 样 -- 个 中 球 就 可 


粗 成 的 物体 来 埠 代 了 ， 这 个 物 
体 的 每 一 片 的 体积 是 


my 
但 是 ri 一 瑟 一 六 开 ,所 以 这 个 近似 于 中 球 的 物体 的 体积 是 
x R? pł Ca-- 


Sa SEL) +3) te GQ SB + 一 区 


= RF — ER (19 十 23 十 ,十 (2 一 8 十 ma) 。 
TE Ptt (n= n= am) a1), 
BR Su 一 RCI 一 二 (1 二 二) (2 十 到)]， 
从 面 戏 上 可 以 看 出 ;这 种 分 制 的 方法 ,也 是 " 制 之 叉 由 ,所 失 弥 
WZ, PEP OR TT RRA BRR”. BRA 


当 % 趋 于 无 穷 大 时 ,5 REFER, 而 从 5, RAK 


可 以 看 出 ,这 是 
2a E 
3 + 


所 以 双 球 的 体积 是 如 


PACER AY th BU SE, 在 刘 微 以 前 CHAWA 
9 
RK, 
2° 


(AAR Ik “BS 
i, TAL SE”, ALBERS 
数值 只 和 实际 相近 , (DAS. 
ZARZA JLT ES 
工作 的 基础 上 ,精确 地 求 得 了 球 
ESTAS BA AL AU Ba MU i BS SF 
AY, EKER T 
RATAR A RA 
ae. zi REHE a BLE TEE, 
Br 是 圆 张 体 底 的 宇 径 ,2 是 加 詹 体 的 丙 ， 如 果 把 第 二 节 中 的 
抛物 六 用 OF Bh ih ee, 得 到 旋转 独 物 面 , 再 作 一 个 垂 韦 于 
OY AFE Q, 如 图 8 。 我 们 可 以 应 用 .上 面 的 方法 , 求 出 量 
和 旋转 抛物 面 之 湖 记 包 的 体积 ， 


四 Eee eS BR 


$i ASE BAL OR Te A Be 9 BrP 
简单 。 训 实 上 ,事情 往往 允 复 隶 得 多 。 这 里 我 们 举 一 个 比 上 
RARER 

我 们 知道 y=sin v 所 描 输 的 
pi AU) BE TE 3k HS, 如 图 9. 现 
在 求 c= 0 Blo=a PIER wee 
和 OX HZ MATH. E 
以 前 一 祥 , 1 OX Hb MOB 
的 一 段 如 等 分 ,分 点 十 . PAS. 
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s OF nr 
Oe ae 


PRU RIPE. ME PET OX Bh ey EID 
Rin %, ARTO ARE, TRE d he 
面积 是 l 
Z gin EDE. 

Hy aX n EEPE K BY pA JER E B eh A OX Bh H ELE 
AEE., TX PA RA 
wet ove + SIL 
RMNAAA LEMMA. AT 

2s8inA sin #=cos(A— B)—cos(A+ B}, 


oy = ( sin + 8in (ns) 。 


于 是 
255 ans = = (2 sin—sin a +2 sin sinss -p tas 
jj 
+281n Pn inza) 
7 z oos? 3z eos” 
= 47, Loia — Sn] + (808 Sa ¢08 E7 
(2n BR 《2 TT 
+e + (008 SF Ts a XJ 
_ = = (2n —1)t 
= q (O85, 008 "Sh }. 
-oan At? gin PDA. 
但 cond 一 cosR=2ain— sin -y 
， RR) or 1 
所 以 28,sing, = 7 sing, sin oR 
Zan TIE 
因而 S= non m 
no . 
sin -— 
an 


BEAT P ERR ANE BPAY, RER M Jo GS, 是 小 


1t 


“FS, WAY WHAT S AKR 
BAG. 
HT S AHR, RPE K t 
出 一 些 准备 知识 ， 
RARE BLIGE KA ai 
图 10. &o<a<4, iA 10, 可 以 看 出 
AOAB 的 面积 大 于 局 形 040 的 面积 , 而 局 形 OAO 的 面积 


大 于 人 040 的 面积 .但 人 048 HERES tga, IE OAC 
HEME a, AOAC HBAS sina, 


AZ, giga >ta>t sina, 
这 就 是 二 > 二 La 
或 1> SBS > cosa, 
当 a 趋 于 零 时 ,上 面 这 个 不 等 式 的 右边 赵 于 1, BAM aF 
Bit iari. 
IAEA BARRA, 当 多 无 限 培 大 时 ， 
sin 
ga 
E 

SBT 163. 


有 了 这 个 作 准 备 , 交 更 可 以 看 出 , 由 于 
Sa pain a "p Zgan a a 


+ = 
in am sin = 


FU BETEAK S. 元 于 2 而 这 就 是 我 们 要 求 的 面积 。 
az 


五 ”不同 的 分 割 法 


十 面 我 个 都 把 OX WEWER SA, ARK HEAT 
ARAUNR, ARAR ARE. 通过 以 下 的 例 
子 , 可 以 更 清楚 地 了 解 这 一 点 。 

我 们 提出 一 个 比 第 三 节 中 所 提 由 的 更 一 般 的 问题 ,来 研 
AMR y=” BOX 旺 上 的 曾 积 ,这 里 芭 是 不 等 于 一 1 的 
实数 ,如 图 11. 

POSH LILA BE 等 分 ， 
BL OD 的 长 是 8,00 HEI 0, H 
且 w<b, 我 们 把 OD 分 成 % 等 分 
每 一 段 的 距离 是 "二 <。 如 同 第 二 
节 中 的 方法 作 n RMT, BE 次 起 图 11 
来 作为 ABDC 的 近似 图 形 。 在 求 这 近似 图 形 的 面积 的 过 程 
a, Bake Pay 

1% +27 en, ， 
TK AMS m JR TE EMH, PL m= BA, oe RAPE EAT AR 
用 杨辉 三 角 中 的 一 些 公式 求 出 来 ,但 已 经 大 很 吃力 的 事 了 :至 
于 m 不 是 整 数 时 ,要 写 出 这 个 和 的 具体 悄 达 式 是 十 分 困难 
的 ， 网 之, 我们 必须 另 想 别 的 办 法 。 事 实 上 ,我 们 在 开头 二 节 
中 已 纸 看 到 , 刘 徽 者 图 时 ,是 用 正 多 过 形 来 作为 国 的 近似 图 形 
的 , 面 在 求 狼 物 粮 在 OX WL OT EUERE PRL RS TE 
PERMA ESOT. AZ PENAN 
MY. RAT UAE OX 辅 上 的 距离 等 分 然 
13 


ERETNA. 
RM = V2, aE ba A> MAHN 


ATEZ, g BT 1G REANA 
log b— log a 


而 LEBA u n APESE, EPRI POY, MAT 赵 
于 1， 
现在 把 OD Bn R DAR 
(O =) Mo, M1, Ma Ma MACH). 
Sue aR AL ORE LEY E 
OM; =a9, OM,=4979,+, OMn=09". 


top g= 


Fa 
M,C =a(q—-1), 


M.M,=ae(¢—1), ` 
~- MsMg=aP(q—-1), 


MMe A= lg —1), 


MM (9—1). 
这 样 一 来 , ODLMHKABS 
a TERRE O 的 分 得 越 小 , 越 
WAF 党 近 D 的 分 得 越 大 (图 12)。 但 
a B4FARKRRSEM. RERA 
fh Ds Rah, ARARAT. 
图 12. RE > WA a, SAB 
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Äl Teel Ne? Dr Mey AR E 
ag) (g— D agh T= (9 = D lagron, 
JE RH SS AR ABDO 的 近似 图 形 ,这 
个 近世 图 形 的 面积 是 
Sa= (9—1) Cagh 47 + Cg— 1) (age "+ 
, ton (9—1) (ag'a 
= (g= DAP ACL Eg ee t MHA 
= (¢—-1) ant. 
但 是 如 = 二 ,所 以 


aye 1 
Sa= pons cae SM an 


FuLL] gti i "a 
q—1 g—1 i 

BAS, 是 小 于 ABDC HER S W, 而 且 可 以 着 出 ,这 个 近 
侯 图 形 也 是 “ 制 之 叉 翻 ,所 失 驴 少 , 制 之 又 割 ,以 至 于 不 可 制 ， 
RUSH RA ATE RR”. 

HIER OE RCA BS n ATEA S 
的 值 。 这 就 要 求 当 " ATEH ie. 前 面 我 们 已 
CR Hn ATK RAT 1 FARRAR 


Him at 一 人 
g31 g—1 
AB. 但 mk -1. 
OT RST, RM 
g—i=it, 
Bil gq=1+t, 


由 于 o> AA oR., YT I, RATE. w 
Jā 


而 ,我 们 要 求 的 值 是 


Hm CF 
ty 


为 了 要 求 得 上 面 这 个 数值 ,我 但 分 多 步 来 进行 
C1) 4680 :如果 m0, BRK 
(14+2) "114+ (m+1)4, 


Bm 是 有 理 数 , TEn 可 以 写成 二 ,这 里 ,8 是 正 整 


数 . hP mo) SLAs, ASCs ee eye 
可 以 写成 


YP. 
由 了 手 几 何平 均 不 大 于 算术 平均 ,所 以 上 式 不 类 于 
1 
于 是 得 到 l 
[1+ +I <i +e, 
而 这 就 是 “ OHH Ts + Ot Ley 
AZ 4 RAREN, APATO). m BRR 
PITAR A FA Bem, , Mg, MFA HE AR 
R ,而 且 每 一 个 ,之 0, 于 是 由 刚才 所 证 的 ,对 于 每 一 个 Mas 
GHA HESL + Con + 1)8 
ata. TE E nom, RABI). 
2) 再 证 ,如果 m<-2,12t>0, RK 
EHHE] A- G+ ie, 
Heme -2, 所 以 mtis. HR BAH, 于 
1G 


BE amt Mires, 
车 1+ Cm 十 1) <o, HAART 2, TRARY T, 因为 
G+H "> 0 kE. BF 1+ (m+1) i>0, 于 大 如 同 (1) 
中 所 证 的 那样 ， 
Cit (m4 yey <P et D4 ser) 
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一 1T Ca 二 Di 
一 1 一 加 

但 是 1 -i 

显然 成 立 , 因 之 ， 


ti 1 
[1+ (MEIER i 


而 这 就 是 


1+ (mtD F< GED = Ge = tO, 
BERE) A2, 4m EA T RM. E 
于 名 是 无 理 数 时 ,也 可 以 同 (1) 那样 证 明 C2) 成 立 . 

(3) FE. WR SO Re <2, RY >t Ol, 

+" 1 mst 

RE. 

C8) AIA aOR BRR CORN) RR Ee A 
不 等 式 ， 

Wo mmo, HK -m0， 于 是 -m~-aq-2, 
fim'=-m-2, 于 是 由 (2), 当 1>t>on, RMA 

G+" Tis + (nl + 1)t, 

这 就 是 (+8) tae - m+), 


也 就 是 1 = 
由 于 t<i 所 以 1- (mtt, 因 之 ,就 得 到 


1 n 
pappia tO, 


这 就 是 (3 ) 的 左近 的 不 等 式 ， 同样 可 以 征明, 当 me -2 时 ， 
《3 ) 的 左边 的 不 等 式 也 成 立 。 

C424 m0, RMS -2 和 所 > 过 0 时 ,从 (3) 式 中 
者 藏 1 ,再 除 以 ,就 得 到 : 


+ (enc 1)> Ot) mt 1, 
而 这 就 是 ma 
mer a nt, 
由 于 
eo G DT” t 


KARPELSE tGTRH RRR, HAM MR M+ 1, 

EALE aD NES 
lim 十 Mlo 

oa 130 —— =m + 1. 


(5)4 -2m<o8t, AT m+2=0, 所 以 由 (3) 得 到 ， 


4 > tO 对 ， 


一 mei (Hrt (m+3) 


wit, ESRD CEDE E 


工 十 区 4+I > 1+ (n+3)¢ 


F? 


1 ee “=n 
[Tm 
于 是 在 上 式 中 各 减 1 ARAL. Gai 
18 


1 ( 1 _ 1) NaH 
t Mi- {mo7t) C+E) an 
~ 1+ tmtot 
> Gees! 7 1) 
这 就 是 
m+ 4- (mt tnt toM ats. m+l-t 
(i-t+ngG+h? 7 = FRE 
BLA ADI? TE A Ay 5 BR Ah E mtl, aai 
到 ， 当 一 2m 0 时 ， 
lim GLH" 


1—0 i =m +1, 
AK, RAS, 
lim AEH =I y +1 


(>ü é 


永远 成 立 。 
因 之 ,最 后 我 习 得 到 , Moms ~l, n ATEA AR, S. 8 
F ABDC HAR S, BSF 


Bett ality 

mt+1 * 
{F2 LER ASR BY HE Be. 
4 mi H, RPD ARO 
埋 推 向 无 穷 ( 图 13), BR 
AH EAC BY h BA Bas BD RE 


PVR WUE FE TE FEET 
“ari' 
六 自然 对 数 


EE- m= 一 1 的 情形 是 除外 了 的 ,因为 当 各 = 一 3 
EY, RUE EL ROS AE. IES SITAR. R 
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1S HEF a 
地 研究 一 下 当 
各 一 一 1 时 的 
情形 ， 

在 这 时 做 
Ce 曲 太 是 y= 十， 
Hu, 图 象 如 图 14. 
在 OX HERZ ERRE: OLD, A CDr, HOC 的 长 是 21,00, 
的 长 是 bs, O02 的 长 是 四, 0Ds WK Ba, 我们 可 以 看 到 :如 
Bo 2 WBA ABDO: 的 面积 等 于 ABDO: 的 面积 ， 

事实 上 ,我 们 把 CDn 等 分 , 味 以 往 一 样 , 作 一 个 由 很 多 
乱 形 拼凑 起 来 的 图 形 作为 41B1D101 的 近似 图 形 , 这 个 近似 
图 形 的 面积 是 


by—ay i L 1 Ee] 
s bpp ae 91 abn 
-人 
局 Th n-2+24 n rs 


同样 把 CoDan he WIL 样 ， 作 一 个 由 很 多 个 姑 Te Gt we 
起 来 的 图 形 作 为 4p Ba DC, WUT ATE, 显然 这 个 近 拆 图 形 


(2-1) 一 b 十 ptet 
2 n-1+3 %-24+22 no 
z2 2 


MRG = 22, PR PRR ANAL EB A H R. 
Az EA wR Titi i BY E H AB D101 和 .dsB2D203 的 面 
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积 当然 也 是 相等 的 了 。 

我 们 把 F C2) HE UDA = 1 到 
=z h y=} RAE OX 轴 上 的 
面积 ， 如 图 15, 1h ER, 我们 
可 以 证 明 下 列 重要 的 事实 ， 对 于 任 
意 正 数 za Hl a RE a> 0, 22> 0), 
ity F (2429) = F (zy) + F(z), (I) 

aR BAS} Ub ewe AT. 

(1) 41>1,%>1, HR, aT 


FE ETN ži 


= 一 
#2 1? 


AW Li OLD MILLS ELIPPEL GS 
2,2,% 


FA ts. 
AUG. Maa Flesz RAST HM S= e= z 的 
Pow CAR 16). TAA =z Bl = 212, 的 面积 是 
F (21%) — F (z3). 
所 以 F (21) =F (yy) — Fe), 
就 是 E (27%) = FO) + FU), 
(DF a=, a> RAT 
24 


is 
jm 


A 
FAM =z 到 z=1 HARFA] E s=} 的 面积 ， 


因 之 ,得 到 
PUL) =-F(m), 


《3) 若 2<1 <1, WHR POI, >i, phd, 而 由 
《2 ) ,我 们 有 
PG) 一 Fa), F(A) =F), PGE) = - Fi). 
由 (1), 我 们 有 
F()+FQ=-F (Gt), 
IRPA — 1 Je, BS 


F (21) +F (23) =F (2123), 
C4) 车 zt>1， zg<1, AMZ 1s H ER> gp MR 
27> 1,-F FC 1) ,我 们 得 到 
Fit) + FS) SP ri) =P (ep. 
但 上 式 就 是 
Plzza —F (4) =F (2), 
当 zza Ci 胜 的 情形 也 可 以 同样 在 明 。 
AEW, REAT (D ,对 于 任意 的 21>0, zs>>0, R 
MA 
Faz) +F (23) =F (2129). 
有 了 这 个 精 果 ,我 们 进一步 来 证 明 : ATEENA, 
z>0, RHA 
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(2%) =a (z), . (I) 
FLFR Tn OR ETT. 
《1) 由 于 
Fay) +F (ag) =F (232g), 
取 2y=2,=2,TRA 
F(a") =2F (2), 
SS A ERAS CT) RA 
F(a) =F (22) + F(z) = 2 F @) + F(z) = 3 F (z), 


FOV = FOO) + Pp) = M1) F(2)4+F (2) =P (2), 
MACD T e EER a IE. 
(2) 设 记 是 负 整 数 ,# 一 一 ,于 是 
F(t) =F(A), 
而 由 以 前 证 盟 的, 我们 有 
F(A) = — F(a") = —nP (2) =b (2), 
所 以 (五 ) 对 于 a 是 整数 时 都 是 正确 的 。 
( 3) 由 于 当 是 整数 时 ， 
FOM =F (24) 
成 立 ,特别 取 eye” BK 22s" TERR 
P@)=F GM) =F e) —mp (aw), 


这 就 是 F@*)=1F@), 
(4) 95 min RER, PRAC), C2),03), RPA 
PQ) =P(@™)"=nP OM) =A 7), 


PRO CIF a St I AB Rar. 
《5) 若 & AER, RMA Re RIK FR 


a, tty gute, 1 
和 CTR: TEELEN: PEPELS 
使 得 CC , 
#E lim g = lim g'a 


noo FA boo 


成 立 。 
这 样 的 二 个 有 理 数列 是 一 定 能 找到 的 ,例如 ,我们 取 无 理 


数 a MEA Ee PRA TS <x, 并 县 是 一 个 递增 数 
列 , 而 以 a (FARR, -EHL So, ER a HLA a 


Gout 
作为 极限 , 我 倍 取 a=, Qn 一 ,就 可 以 J 名。 
42> 1 RM PO) Mar AIS 
E (20n) < F (2%) < F (240), 


由 (4), 这 就 是 
aF (2) <F @*) <a,'P (2), 
， . F ; 
BF, Agp Fe) <a, + 
二 进取 极限 MBS pg e 
这 就 是 P(2*%)=aF (2), 
PIPER LA a BA 251 WR. 
这 样 就 洁 公 证 明了 (下 )。 
BT eC), BPR TSH, BR Pe) 是 以 荣 个 常 
D XFMESRAHMATINRR SHA EAE EDE, ABI 
ZN Rte», B—- SAI. 
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Be (ECW KR. 
可 以 证 明 如 下 :里 于 


z= gloge, 
所 以 配 (2 =F (ciger), 
HC) RMAs. KAMA ST 
log,z+ F(e). 


我 们 特别 选取 6c, 使 所 (0) =1, 5t ERM =) 到 %=s 的 面积 
是 1 ,这 是 一 定 能 办 得 到 的 ， 于 是 我 们 有 
F(z) =log, 2. 

PAF SRF RBA, 这 个 o BP RABE Ae aH 
HPRH e 的 数值 的 途径 来 。 

RAK RAI. BIT HAEG MF RHR 
FOX HH, MAP, EBRE T OX me. 其 中 Oc 的 长 
是 1,0D 的 长 是 士 ， 于 是 从 图 形 可 以 看 出, th AB 在 OX 
Ri ERNEA ABDOE 是 

log, (+2), 


SNP RG AP DO 的 面积 
.1 
” 1 »?’ 
WAT E BDO Hew 
.1 1 2 


1 1 1 
Gor Oke (1+ p> wei? 
AFA SR 得 到 
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tn loge(1++) = logo atts, 
而 从 占 边 前 不 等 式 , 得 到 
(+H log (L+) = log, A+ Ly! 4, 


和 而 这 就 是 log (1+ yett >1> loge(14-4)*, 
让 noo, 我 们 知道 , 可 以 并 不 困难 地 证 明 四 : 
a+) 
AEE S, 而 
atiy 
是 递减 数列 , ERA e 作为 极限 , PEE 
lim (1+ )* = lim C+ =e 
BARN is o 就 是 8。。 KRAB, e 是 一 个 无 理 数 ， 并 且 是 


超越 数 , EST 
2.718981828459045.…. 


总 结 起 来 ,曲线 y== 士 在 OX HLL RMR, Mand 
到 a= 2 的 是 
AKa=aBle=6b 的 是 


log oz， 


， loger’ 
但 a0, 5-0. . 
我 们 把 。 作 底 的 对 数 岂 自 热 对 数 ， 在 高 等 数学 中 所 说 的 
对 数 ,一 般 都 是 措 自 然 对 数 , 自然 对 数 在 高 等 数学 中 有 它 的 畦 
殊 的 重要 性 . 
O AFO Š ant H 的 极限 的 证 时 ,一 般 数学 分 析 的 书 牌 拖 有 . 
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七 面积 原理 


我 们 利用 以 前 所 获得 的 桔 染 , 悉 贸 应 用 分 割 的 恩 想 ,可 以 
进一步 获得 很 多 吉 趣 的 精 果 ,这些 烘 果 如 时 用 别 的 方法 来 三 
究 , 有 时 会 感到 不 是 十 秀 容易 的 。 

METTER RM, 4 mai ye” Hije 
的 曲线 ,人 在 OX Hh EM e=o Hl o= 6 NS 


BMH. gh 


mti * 


数 y=” SEENE M MA MR ZE OX M L | 
Ao=0 aas b SHR RES 
fe GL 18, 记 面 的 是 —1<m <0 BY 
情形 ), AAS F.. 


pm 
mL” e 


的 限 以 前 一 
PE, TE HA eh DEE ESE BY PRD A FAI A ETE , 这 
个 

EG) + (BY et (BY 
‘pita 


= pal + H teeta h 


人 出 原 图 形 的 面积 8 小 (这 是 指 当 -l1<meo 时 的 情形 ， 当 
m>0 WOES. 是 

te FO + oe D, 
LUBR BR MABRY —1<™ <0 KT RRA mo 0 


T 


的 情形 ,可 以 完 驳 相仿 的 获得 ,不 青 一 一 交代 )。 而 且 % 越 大 ， 
WH Sa. aes PO gy 


lim 1*2” pn" 1 
n- oo neH) mtl’ 


这 个 精 果 是 很 有 意义 的 , 它 告 性 我 们 M n 很 大 的 时 候 ， 
17-2" + ore n” 


nhi 


ER grr BERS. 
部 使 m REBRE BY 
1” + 2" e n” 
(m>-)D METAR. BRGY” 不 是 正 整 数 的 博 
WT. 

(2) ESR m<—1 ATE, Fl m= k PRIS. 堵 
HA 19。 其 中 AB ZR MR y=o" SAW AY Hh BOC 的 长 
£2 1,0ODMKE 2, MOD1-148H, XRRRHKEL F 
ERRUA — HO BES CH LG #1 OC AHG 等 等 . 这 样 一 来 
图 形 ABDC HAH POA ARE AA 
M AO, OD, RD ppm AHFME- PRA. 
Mi BONAR MLO OD, BD 和 
oR HF IK-PQB SAR. BAE 
的 面积 显然 天 于 ABDO HR HAST 

1+2” p00 (me 1)", 
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第 二 个 图 形 的 面积 居然 小 于 ABDO WHR Re 
27 Be ee pn", 
TH BAH. RP, Ae ADO HEARST 


n H 一 
m+1 * 
于 是 我 们 有 
BP ee Hn” <> <I" +s + (m-1)", 
由 于 w= OAL ARS 
1 
1 -fr 8 
git "ts 17 IZI <a +n of re 
这 就 是 
-L 1 一 i 
一 有 了 nF t 


E Cith te t prlit 
WE amoo, AF >L, 


limi nT _ 二 

n= l-1] i—i’ 

+-_ 
1 nI l 1 _ t 
nol tI mlt yT T 

所 以 得 到 
1 1 
ltat tart 


BENT M py ZM. 
这 个 精 果 也 是 很 有 意义 的 。 因为 序 使 在 3 是 整数 的 情况 
下 ,要 求 出 
1+ 吉 + 十 击 二 … 
的 秆 也 是 很 不 容易 的 事 ;起 至 在 最 简单 的 情形 4 一 2 时 ,要 求 
HARRA. LEMP PEBE E A OARA E A BR 
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RE» TK ARE AY Bi TE RAR 
l+gtgite 
TEAR A, TERA RT — aR AT E AR 
HFE. 
BUA RAPT RE SISA NH, TH 
ith etA 
ete M A MEEREIBEEXH. DTNA 
i—i TAPERE, RAPER FT SO 
ithe dew the =F. 
(2) RARMREM m= 一 1 的 情形 。 RIM Ka RA 
20, HAA mM <—-1 的 情形 一 样 ,00 的 长 是 1 ODE”, 
把 QD"n 一 1 等 分 ,这 样 每 段 的 长 是 1。 而 由 第 六 节 桔 果 知 道 ， 
ABDO 的 面积 是 bgn. RE 19 一 样 ,分 别 作 ”一 1 个 第 形 ， 
FAM m< —-1 的 情形 一 样 ,我 们 可 以 有 有 
daha gh clogyn<l tittat 
m 
yait ht dpe pl- logn, 
于 是 从 上 式 右边 不 等 式 ,得 出 ys>0, 从 左边 不 等 式 , 得 出 


之 1 一 二 ,所 以 Yr BAER 
O<y,<1- =- 


由 图 20 TARH, Vn TT, 着 且 是 有 界 的 ， Ar Wn 


TEAN, Y. AAR BR FEE EES OAR Y ME 


— lim 
YS ago 


Y 趾 做 欧 拉 { 了 aler) 常 数 , 它 等 于 
0.57721566-- 

这 个 数 也 是 一 个 极其 重要 的 常数 . 

由 这些 精 果 ,我 们 知道 ， 当 史 很 大 时 ， 
1+ dye +a 
和 log.n+7 HERS. 

WEARI Be fil BRE 2 E AR E 
AH, fe A. At RK, 


A WFE 


PEA TEE SE) AZ JL TARL, Me T ARN 
RUS BH 7 RE, 2 RROD 
LA. RATES F | 

RHAWARE EG ERP HOLM. NEE- 
GF PhQHEHRELAWCR, 戳 出 来 的 二 块 面积 总 是 相 
等 , 懂 未 两 物 体 的 体积 相等 (图 21)， 

我 们 还 是 应 用 分 割 的 思想 求证 明 这 个 原理 。 用 % 一 1 个 
睾 距离 的 平行 于 已 和 怠 的 下 面 ,把 物体 4 和 物体 互 分 别 切 成 


Yas 


SOM = HM, 
我 们 用 柱 体 来 近似 宪 , 这 个 福 体 
以 每 片 的 高 艇 高 ,以 二 个 底 中 的 
上 感 做 底 。 由 于 用 任意 一 个 平行 
‘FP AQ #045 Rie A, Ba 
HAERA, 因 之 ,物体 4， 
五 分 别 切 成 和 % 片 之 后 , RA tk A 
的 第 去 片 相近 羽 的 福 体 的 体积 和 

#21, ER tk 8 的 第 二 片 相近 似 的 柱 体 
的 体积 是 相等 的 。 这 是 因为 这 二 个 柱 体 具有 相同 的 高 和 相 常 
PURER ARIK. SSPE EER ALR RR 4 相近 
MAA a ERR E BEAU, TL 
HSH AMS, RD, SRA ES 
不 可 制 , 则 与 物体 A, PHARMA”. TIARA 
数 趋 于 无 穷 ,每 片 的 厚度 趋 寺 鹤 时 ,这 二 个 近似 物体 的 体积 分 
BATHIK A. BAR, LRT ASAE, 这 二 个 近似 物 
体 的 体积 是 相等 的 ,所 以 物体 A 和 BB 的 体积 是 相等 的 . 

不 难 把 租 呢 原理 推广 ,可 以 站 明 ; 若 二 物体 用 平行 的 平面 
堆 出 来 的 图 形 的 面积 总 是 成 一 定 的 比 , 那 未 下 二 物体 的 体积 
的 比 也 等 于 过 一 个 比值 。 

对 于 面积 也 可 以 建立 奖 羽 的 定理 。 

Ro FEAP Ipit g THER Pees, 
EMER HEMT T pee bear REM ae, RO 的 
KABRHERANS , 那 示 这 二 个 图 形 的 夯 积 相等 。 BR 
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REHOARGH KR, BROS eT 
的 面积 的 比 也 等 于 名. 

VA _b CUS ie SR iy aE E SAE 8 ANI. 

VAP Be AP ot Fal A A DP, ER AS i Rf ea 
PAAR. 

An Ale HEAT ACE ae OA. eS 
Pe sHA. SA DESRR SOL RAL MA 
HEPR KM! Bese eg (<1) 和 编 短 , GI OM, it 
ER 

| EM:EM'=Y, 

ERMC AB AB ERRATA ABA BCR 22). H 
FRM BAS a7 i 
MMiM'M'1=4, 
POR BU, eA 
ABA, B AA 
qua, 名 dz 一 5, 那 未 
ABA Bp ARE 
zab, MAHAA H OB 
BES Æ b, FH 
ABA, 2 的 方程 是 - 

Z+ Yo. 图 22, 
REAM SM 点 的 坐标 是 (2.7), ROM 的 长 , 一 方面 
Be TRV On E 但 


æ. 


-所 以 


, =at ti, 
Ns, b a 
‘ 但 4 一 也 ,代入 ,就 得 到 
a 上 面 这 个 方程， 
a A PA OX Mh Hic BIL 把 
EY mmuni 


Si 


(H23). 于 是 图 相应 地 
PARR. LAF OX 

图 23. WEE, U R 到 一 
ANAL, URBEE EN — AE, BAS e fe k eE 
KM | KM'=¢, AZARAE 是 a 而 球 的 体积 是 
Awat, ibA ARRA IA, ERR EE EAA 


4 ragi 一 
gq tg arab . 


A MR ate 


以 上 介绍 了 一 些 求 面 积 或 体积 的 方法 ,只 是 对 一 部 分 比 
BATA GA, BAER, FAS ERR, 
不 葵 分 割 的 办 法 怎么 巧妙 ,它们 的 面积 或 体积 的 确切 数值 是 
求 不 出 来 的 ,即使 应 用 高 等 数学 的 工具 也 是 这 样 。 因 之 ,我 他 
要 想 办 法 求 出 它 的 近 秘 慎 来 ， 而 在 实际 虚 用 的 时 候 ,我 们 能 
够 求 得 一 定 铺 确 程 度 移 近 似 值 ,也 就 是 够 了 。 . 

怎 料 来 求 得 图 形 的 面积 或 体积 的 近似 值 呢 ? 这 有 很 多 办 
法 ,而 且 目 前 还 在 不 断 伸 造 新 的 办 法 ， AOA LAR 

a4 


简单 的 求 面积 的 近似 镇 的 办 法 ， 
可 以 四 出 ,这 些 办 法 的 想法 还 是 
SASS BULA BUA NTL HIRE 

(1 ) 短 形 公式 ”如果 已 知 一 
MWA Y=f) ,a<e<b, BR An 
Ep OX MARAR 2A), Ana MART oy 
Hb BH MHA Æ | 图 24. 

(0) ot ta (=b), 
Be Mnn ZR E JA E (ESE OX MAER, 
ER y= f a) 于 ”4, EM RAE OX WHER TER 
PLAS n AENA, 8 i AMERRE 
=A Era). 

于 是 人 为 要 求 的 而 可 的 近似值 一 二 “个 估 开 所 组 成 的 图形 
的 入 一 一 是 


DEE FED 二 ED 十 + FE). 
当然 二 越 大 ,所 求 得 的 近似 值 越 精确 ， 
( 2) 梯形 公式 “在 上 一 问题 中 ,我 们 可 以 用 梯形 来 代 符 
STG a HERVE DAB ab 的 分 点 
(a=) Zo, r, Ea (=b) 

ERER FE AN ARE et iE 
相 邻 的 点 二 二 相 联 ,于 是 得 到 % 个 
梯形 (图 25), 其 中 第 $ 个 梯形 的 面 
Ti fiu b X FE 
Bi z5. Ae =" fy +f). 

36 


Oj xı 


等 是 ,如 时 我 们 抬 这 个 梯形 面积 的 和 作为 要 求 的 面积 的 过 
fie AEs, BREYT 
ot (Heat hee) t+ flyin tf (1) |. 
BORAX Bon WY A, F R SAS i BA FEZ GR SSE 
i 线 的 方程 , 那 末 我 全 可 以 事先 叭 
ERA SERS d SAT 
ELAR Ae EA E HEA 
MH RRO ERY A 
HEM GE 26), x — it FTIRA 


被 图 形 岳 截取 的 长 度 是 
ds shine 
a 于 是 我 们 把 
图 28. dilit lg +e tin) 


作为 这 个 图 形 的 近似 面积 . 3 A BT eo 
平行 缠 划 分 成 加 +1 条。 其 中 第 一 条 的 面积 我 们 用 三 角形 的 
BTA 
gals 
来 近似 它 , 最 后 一 条 的 面积 我 们 用 三 角形 的 面积 
aly 
米 近 似 它 , 共 他 的 每 一 条 用 梯形 的 面积 
Edt hen) 
隶 近 似 它 ,把 这 些 一 齐 乞 起 来 ,就 得 于 了 由 井 芒 所 国 的 图 形 的 
近似 面积 ,是 ， 
diir rigt e +h). 
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当然 ,d 越 小 ,所 得 的 近似 商 积 越 精确 

(3) 李 卜 生 公式 ”和 如果 我 们 用 i 

PZE FD + f+ 20 fled + Fla) to + Fn ad] 
HALSE) +o + FE} 

来 作为 图 形 24 F ane a OLX Bb A RA A, BBR eT 

LAHATI A tk SAR. KAAR U f F hE 

(Sim pson } 公式 ， 

A ab ZHAI Re FOX 
MAS BAM, cH MT Pm, 作 以 
REE AIRE Pis Des Pen 三 
ALA (27). ie 
和 Pi Tas Pira Pias Ts Mea: 所 围 成 
. 的 图 形 的 面积 是 图 27. 

ELS ED HAJ (Ed + fa). 
PASS BA E H Rg Pii MERE Pi Ti, Piri Vena Me Cras 
. PROACH, ME ERER OM RE R 
就 得 到 六 上 上 生 公式 。 

x BRIA RAAF EBA, PARP EA, 

同样 的 ,在 图 26 中 ,我 们 可 以 用 

EA tive 
来 代表 第 + 条 和 第 5+I 荣 册 在 一 超 的 近似 面积 ,然后 加 起 来 ， 
可 以 求 得 整 央 近 侯 面积， 

COAR CHA Aii 28), RR 

RULE 4, KERR MMA, 把 格子 点 落 在 图 形 内 
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COE Ee ATE 5 E A 
的 近 伺 值 。 

当 航 求 面积 的 近似 值 的 方法 
是 很 多 的 ,这 里 不 再 一 一 介绍 了 ， 
有 兴趣 的 桂 者 可 以 难看 普通 的 微 
PMR. tos TT E 
步 的 理 葵 , 可 以 参看 华罗庚 ET 
ASE TRS AULA Bo D VR 
... .，...， REAS A AE M «HS 
国 28. 点 和 面积 * 等 优秀 著作 。 


-O ”体积 的 近似 计算 


这 一 节 , 我 们 秘 介 绍 几 种 求 体积 的 近似 镇 的 方法 。 FR 

人 如 求 水 府 容 积 ,估算 矿 焉 储量 

。 CAPM LAD, Me 输出 物体 的 方程 ， 而 是 通 
TEREK, 

(OEBS MERZIA E- RKEAHER. HK 
FUR n AARRE hhaha SARKER KEE 
的 面积 B。 BRERA V YE B RATHREK ih A. 
就 是 


ta "十 nm 


F=B 
有 时 ， RETIE LN RA 例如 我 们 一 共 测 


D s 积 号 的 近 仙 计算 > 华罗庚 , 王 元 含 敬 ,科学 出 版 对 出 版 . 


得 m ANA SR RE CP] 29 ) ,其 中 名 
Ah PK aE AP E 
EE 


hiha, e hirs 
BEKR A 
图 20, 
L (hy thate the) + heat heap :二 hn 
VB 


3E+ 入 一 下 


a a 
Qa -—k 


ARR. | 

CAE TEE URE E, BE 为 水 BD Le A 

AAA, 
(DAB Mme 
EM RAMA — A ala SR 
: CICA, BR h 地 图 上 的 
fa, 实际 上 恒 是 一 定 高 积 的 永 
30, 平面 (图 30)，. 

TERRAE ITEY 
KE d VAT HS, FH Sa 
图 估 前 一 下 每 一 个 方 格 中 
心 的 深度 ,例如 图 31 中 有 阴 
影 的 一 格 的 深 座 是 2.8, BE 
ARUN RY AL AMNH 
EES Ah A 


FARO PR BERS BEL), dP Ae A BY 
O Vey thy tee +h, a. 
这 里 Ay hey hn EES RRS SAA AR. 
CORRERE ”总 有 一 高 是 WIKRE ARE. 
AR MEE AD RB 


GHA, 

Wey RR See K 作 一 平面 ， 
PR AEA AI B {图 32), MR 
KiH=YBifA, 
FIRE SER PIA Hee BEA 

用 这 个 做 基 砸 , 好景 A,B AS 
FE A A, BD 
fH 32. H-K=h, 
RA. ABA AMMO AS RRS 
A(A+B+Y 4B), 


这 是 因为 H=K +h, 
EK: EK th=vByA, 
所 以 KV =(K -h) ve, 
h E 
Br K=7JI-V5" 
而 以 E 做 高 , BRAY ETE ATR 


i1_ vB .p 
VALVE È 
BA 艇 高 ,4 做 底 的 锋 体 的 体积 是 


1 hw AA 
shae th) asg $7. A vB? 


学 是 二 者 的 差 是 
RAVA-BVB) EAL By HP), 

Fl FUGA TR BAM A BE ok A AG SR ETE 
RACE MMAR UL A, BERT 
1 FOS SRR er 
RYU A, (图 33), — BRIA 
MOB EL, 于 是 我 们 把 由 
A, BR HL ABUL BFR 
ECHR, RAKE LE 
个 公式 ,这 应 该 等 于 

S(A+ B+ VP). 
SCLIN 09 BL BH HA IR BRA HOES 
GUL. BLK RRA RORY w+1 RRR TE PO R 
KATE So. 8150+ Sn HEAPS, RAL O EMAIL 
刚 是 So, S10, Sn, 那 示 水 库 的 容积 的 近似 值 足 ， 


pieh Seen + EOR +83 + ose Haa) 
HEED +A Saad) f 
这 个 公式 叫做 裁 锥 公式 。 


(4 ) 梯 形 公 式 、 设 有 一 梯形 
CR BAA, LEME B, 
下 底 的 面积 是 4 (图 84), BRA 
样 的 梯形 ( 黎 台 ) 的 近似 体积 是 

RAD, 


4l 


Hi FR AS RR AP A at As PEA SB eR KT 
水 位 之 间 的 容积 。 MAI UA BERL, TOSAN 
所 国 的 截面 , 它 俩 之 间 的 高 度 差 是 TER MIE A, BA 
包 的 容积 近似 地 君 作 一 个 祥 形 〈 役 台 ) 的 容积 , 那 末 根据 上 面 
敢 个 公式 ,这 应 该 等 于 

ACA+B), 

HAH EMAAR AAR a Bl ok OS BH CE 
似 值 。 Bek WR SEGARA + 1 Se AR a E 
KF 80,81," Se AS, 就 是 制高点 0 它们 的 面积 地 分 
别 是 8o,Si Say BOAR AABN UE EE $ 


Vonh( tS + 9148540 485-1). 


(S)FRHER wA 35,0 是 制高点 , 起 ,BB 是 上 下 二 
GAH. 从 制高点 口 HR FARHA OP, 这 射 
PESMBA LA BFMNWKRAL. 另 作 一 图 (图 36), 取 
一 点 0 OP AA EOP’. OP'=1,44 Pit 4 WAR 
走 一 图 时 ,P' 也 得 一 图 形 ,这 图 形 的 面积 配 作 T A, B) UR 
Hy i g (Bayman) IER, 

我 们 用 


a(S (A+B) - TD] 


REAL a BE CR) RITA, ATSB ARS 
一 个 近似 值 ， i 
太一 大 条- tsa. + Byte te Fy) 
| - FCP Ba, SD t+ PS SDH, 
ABR ABBA, 
REAR WEARKMMBRAAZM, HU PMR: 
VVS Fa. 
24 TELA 4 HRERS, ARAALE 4 EA 
HARRA O R V= Fo STRAY EFC S , 
B A=B Pra 
CFE BR PAR ER LEAH REHEAT AE E 
岛 有 公式 比 其 他 二 个 公式 更 精确 些 。 
美 于 这 方面 的 进一步 的 精 果 , 销 潮 者 参看 华罗庚 , 王 元 合 
著 的 * 积 分 的 近似 旗 算 » 一 书 ， i 


一 一 i R A 


RRB RMT AZ RS WAH iP 
SAIL ARRAS IR A. A eS 
ABB OMe ARS 2B EPET R, A 
5 ARMA”, RAMI P RRA 
Sh ER SRE PR PPR SEA. 又 如 我 们 分 割 的 
示 法 可 以 作 一 个 近 伍 图 形 续 原来 的 图 形 小 ,也 可 以 地 原来 的 
图 形 大 ,可 尺 用 这 种 办 法 求 分 制 , 也 可 以 用 那 种 办 法 求 分 割 ， 


怎样 名 道 这 些 方法 所 得 到 的 桔 果 基 一 禄 的 踊 ? 这 里 也 并 没有 
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OP MRAM AAR. Ib fA 
AHAB, ERE. 在 这 本 
小 册子 中 所 应 用 的 级 限 过 程 ,也 浓 有 作 严 格 的 姓 明 ， 于 于 最 
BRZAKA RETRA A E 明 的 地 方 ,例如 ,怎样 知 
道 在 这 一 节 中 举 出 的 这 些 公 式 是 近似 公式 ? 怎样 来 定 出 这 些 
近似 公式 的 而 差 程度 * #5, 

我 们 之 所 以 这 样 做 ,只 是 希望 通过 这 本 小 册子 中 所 举 出 
的 一 些 最 简单 的 例子 ,来 突出 刘 微 割 国 的 恩 想 所 葵 予 我 们 的 
AR. 这 个 思想 实 旱 上 孕 青 着 近代 积分 学 的 最 基本 的 ,最 村 
素 的 思想 ,而 这 是 由 茜 布 尼 荡 ‘Leibniz,1646-1716》 和 站 顿 
(Newton, 1642-1727) fr Mak tHe Ad. 

CEI ACT th PPL Ey FDL AT 
HEA NR. 率 实 上 ,这 种 想法 不 仅 可 以 用 来 时 
短 而 积 和 体积 的 问题 ,而 且 还 可 以 用 来 处 理 很 多 别 的 问题 , 合 
如 在 中 学 里 我 们 学 过 的 力学 中 的 功 , 压力 , BB a N 
的 一 些 物理 量 , 都 可 以 应 用 这 个 思想 来 求 得 一 些 问 题 的 答案 ， 

当然 我 们 不 去 把 属于 积分 学 范 团 的 一 些 灶 果 在 这 里 叙 
Sh PTL BA IA ERREA S 
FARAR. 


附 录 


1,1 1 m3 
i Fiat gat etort oo BY it BA 


ERAR TP, RKE 
tebe dens hame, 
AR LD. 


PE SE BR APT eT BAF FS BAS YO HE BA AR SE FC Dee Moivre, 
BR: 
(cosa + sina) *= coska + isinéa, 
BeBe, isy TI., REARS RT. 
PREABRAR RIT, RCA MRD ae: 
singa = $sin acos* a — teL aintaces* 4a + -+ 
而 这 就 是 
sinéa =ainta (fotg* ta 一 
GAM k=2n+1 fa BF 
mH ! | aes WIT? 
自 于 n(2n+1)a=0, sina +0, 所 以 得 到 
(2n+1) Gn) —D 


bl) 2) tresg 4 
PRD ott sa +++), 


(2n+ i ctg™ a- 


x 2m ne 
BEALE ct arr: CB are: B snrT 
是 方程 式 - 


etga tue =O, 


(aie P CHD 2") 2n—1) a- 


= aa a ne =f} 
E 
RES Oy PES IZ EE EE 
teat ete? e 十 + 十 ote yy 
sÅ tD Onn) a(on—1)_ 
G (2841) B E 8 
HNE cosecta = cipta +1, 
所 以 自 下 下 还 得 到 ， : 
cosso gp py + Coreen ET t + + eoseet 3 
n Anl) popi mean t2). i 
3 ve 
利用 第 四 节 中 的 方法 ， PTT DE: Ma< 3 -时 ， 
tga> a> sing, 
而 这 就 是 : ee coseea > +> ctga, 
SY ARIAL AT EMO SH, FARR. 
(2m% =—1 n+l _f2eti 2n+] 3 
Mana < (FH e PST) +m ( garena, 


而 这 就 是 
于 人- geae) <li get tae 
F4 : 1. 
<T (1-a) (l+ 
noo, ABS 
EE E ee 


SARRAN RRR ERS RCT 
以 三明 , 


1 
F vee 十 中 "= 


1 
l+git 3 


om jet 


nt 


AN, DT DEH 


1,1 1 _ sf 
Poet ga thet = aa 
i¢a- by. phy. a 

© ga ga na 9450? 
1 L L mit 
Tow + ogi to + mt gg saa 
1p. ot 1 一 一 1 
ol pa |! niz — B85312875? 


